
Statystyka

Lista 5

Zad 1. Niech X1, ..., Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu U([0, θ]), gdzie θ > 0 jest nieznanym
parametrem.

a) Skonstruowa¢ estymator nieobci¡»ony parametru θ postaci θ̂n := cnmax{X1, ..., Xn}
z odpowiednio dobran¡ staª¡ cn.

b) Obliczy¢ Var(θ̂n) i limn→∞ n2Var(θ̂n). Wyci¡gn¡¢, st¡d wniosek, »e estymator θ̂n jest
zgodny.

c) Zbada¢ zbie»no±¢ wedªug rozkªadu ci¡gów n(θ̂n − θ) oraz
√
n(θ̂n − θ).

d) Skonstruowa¢ estymator nieobci¡»ony parametru θ. postaci θ̃n := cnXn z odpowiednio
dobran¡ staª¡ cn.

e) Obliczy¢ Var(θ̃n) i limn→∞ nVar(θ̃n).

f) Zbada¢ zbie»no±¢ wedªug rozkªadu ci¡gów n(θ̃n − θ) oraz
√
n(θ̃n − θ).

g) Skonstruowa¢ asymptotyczne przedziaªy ufno±ci parametru θ dla estymatorów θ̂n i θ̃n.

Zad 2. Niech X1, ..., Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu wykªadniczego z nieznanym parametrem
λ > 0.

a) Wyznaczy¢ estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci warto±ci P(X1 > t). Pokaza¢, »e
otrzymany estymator jest asymptotycznie normalny i obliczy¢ jego asymptotyczn¡
wariancj¦.

b) Wykaza¢, »e statystyka Tn(X1, X2, ..., Xn) = nX1:n jest nieobci¡»ony niezgodnym es-
tymatorem parametru λ.

Zad 3. Rozwa»my model liniowy
Y = Xβ + ε ,

gdzie Y jest wektorem o n wspóªrz¦dnych, X jest macierz¡ o wymiarach n × p, β jest
wektorem o p wspóªrz¦dnych oraz ε ∼ N (0, σ2Id). Dodatkowo zakªadamy, »e det(XTX) > 0
oraz n > p.

a) Wyznaczy¢ estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci dla β oraz σ2.

b) Skonstruowa¢ asymptotyczny przedziaª ufno±ci dla parametru β1 w przypadku, gdy
σ2 jest znana.

Zad 4. NiechX ∼ Bin(n, p). Skonstruowa¢ asymptotyczny przedziaª ufno±ci dla parametru
p.

Zad 5. Niech (X1, X2, ..., Xn) b¦dzie próbk¡ z Exp(λ).

a) Wyznaczy¢ rozkªad T = λ
∑n

i=1Xi.

b) Skonstruowa¢ asymptotyczny przedziaª ufno±ci dla parametru λ.

Zad 6. Wyznaczy¢ ograniczenie dolne Cramera-Rao dla nieobci¡»onego estymatora g(p) =
p(1− p) opartego na próbce X1, ..., Xn ∼ Bin(1, p).

Zad 7. Niech (X1, X2, ..., Xn) b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Bernoulliego B(1, p), p ∈ (0, 1).

Wykaza¢, »e nie istniej¡ nieobci¡»one estymatory warto±ci g1(p) =
p

1− p
oraz g2(p) =

1

p
.


